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ABSTRAK

Dimensi metrik merupakan himpunan pembeda
dengan kardinalitas minimum, sedangkan
dimensi partisi merupakan partisi pembeda
dengan kardinalitas. Tujuan dari penelitian ini
untuk mencari dimensi metrik dan dimensi
partisi dari graf kipas ganda yang merupakan
hasil operasi join dari graf lengkap 2K, dan graf
lintasan B,. Hasil yang diperoleh dari penelitian

adalah dimensi metrik
dim(2K, +B,) = {0 ’
dimensi partisi pd (2K, + B,) = |[—/——=2""| + 2.
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PENDAHULUAN

Perkembangan teori graf saat ini berkembang pesat setelah di tahun 1736
Leonhard Euler, seorang matematikawan Swiss menyelesaikan permasalahan
teka-teki jembatan Konigsberg. Sejak saat itu mulai bermunculan konsep-
konsep lain dalam teori graf untukmengatasi permasalahan dalam kehidupan
nyata. Teori graf merepresentasikan mengenai objek-objek diskrit dan
bagaimana hubungan antara objek-objek diskrit tersebut (Slamin, 2019).
Masalah optimasi jaringan transportasi merupakan salah satu permasalahan
yang sering diselesaikan dengan melibatkan peranan teori graf (Wamiliana,
2022).

Selain mempelajari mengenai terminologi, jenis dan sifat-sifat graf. Graf
juga mempelajari mengenai dimensi metrik dan dimensi partisi. Dimensi-
dimensi hadir seiring perkembangan ilmu pengerahuan dimana tahun 1975
ditemukan oleh Slater dan juga oleh Harary dan Melter (Rohmawati & Lukito,
2013). Perkembangan ilmu pengetahuan mengenai dimensi metrik dan dimensi
partisi tidak hanya dalam teori saja namun mampun menciptakan aplikasi yang
bermanfaat bagi kehidupan manusia. Pengaplikasian dimensi metrik
ditemukan dalam pemasangan sensor kebakaran sebuah gedung untuk
mengurangi jumlah sensor kebakaran (Wahyudi, 2018).

Beberapa penelitian terdahulu telah meneliti mengenai dimensi metrik
dan dimensi partisi dari beberapa graf dan pengaplikasiannya dalam
kehidupan sehari-hari. Sehingga pada penelitian ini akan menggunakan graf
baru yaitu graf kipas ganda yang merupakan pengembangan dari graf kipas.
Graf kipas ganda dibentuk dari hasil operasi join atau penggabungan antara
graf lengkap 2K,dan graf lintasan P,. Pada penelitian ini akan mencari dimensi

metrik dan dimensi partisi dari graf kipas ganda untuk n = 2.

TINJAUAN PUSTAKA
Pengertian Graf
Sebuah graf ¢ adalah pasangan himpunan G = (V,E) dimana V disebut

vertex himpunan tidak kosong dari simpul-simpul dan terhingga, dinotasikan
dengan V(G)={v, v,,--,v,} . E disebut edge, himpunan sisi yang
menghubungkan sepasang simpul, dinotasikan dengan E(G) = {e,,e,,",e,}
(Buhaerah & Sanjaya, 2022).

Operasi Join pada Graf

Operasi join pada graf dilakukan dengan cara menggabungkan setiap
simpul yang terfapat pada graf G,sehingga bertetangga dengan setiap simpul
yang terdapat pada graf G,, dinotasikan dengan G = G, + G, . Misalkan
G, =(V,,E,) dan G, = (14,E,) adalah dua buah graf sedemikian sehingga
(G,)NnV(G,) =0 . Maka operasi join dari graf G, + G, memiliki himpunan
simpul V(G)=V(G, )V V(G,) dan himpunan sisi
E(G) = E(G,)VE(G,) U {ur:u € V(G,), v € V(G,)}. Graf kipas merupakan hasil
operasi join dari K, dan B, berarti K, + B,.

n/
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Gambear 1. (a) Graf K, (b) Graf P, (c) Operasi join Graf Kipas K, + P,

Graf Kipas Ganda
Graf kipas dan graf kipas ganda merupakan hasil operasi penggabungan
antara graf lintasan dan graf lengkap. Graf kipas yaitu K, + B, , sedangkan graf

kipas ganda yaitu 2K, + P, . Dengan demikian graf kipas ganda memiliki n + 2
simpul dan 3n — 1 sisi.
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Gambar 2. (a) Graf Kipas Ganda
(Khotimah & Susanti, 2019).

Dimensi Metrik
u dan v adalah simpul-simpul dari graf 6. Jarak antara kedua simpul

tersebut dinotasikan dengan d(u,v) dan didefinisikan sebagai lintasan
terpendek antara kedua simpul tersebut. Jika diberikan suatu himpunan terurut
Z={z,,2z,,2z3,2z,} c V(G) . Maka representasi simpul v terhadap =Z
dinotasikan dengan r(v|Z) = [d(v,zlj,d(u,z:j,--- ,d(u,zkj} . Z disebut
himpunan pembeda dari G jika setiap simpul v € G berbeda. Kardinalitas
minimum dari himpunan pembeda disebut dimensi metrik dari ¢ dan
dinotasikan dengan dim(G) ( Febrian, Mulyono, & Marpaung , 2022).

Dimensi Partisi

Himpunan simpul V(G) dipartisi menjadi beberapa partisi, dinotasikan
dengan IT = {M,,M,, M;,---,M,}. Representasi simpul v terhadap IT merupakan
jarak antara simpul v ke tiap-tiap elemen di IT, dinotasikan dengan
r(v|l) = [d[u, M,),d(v,M,),,d(v, M,{]). IT disebut partisi pembeda dari G jika
setiap simpul v € G berbeda. Kardinalitas minimum dari partisi pembeda
disebut dimensi partisi dari ¢ dan dinotasikan dengan pd(G).

METODOLOGI
Jenis penelitian yang dilakukan adalah penelitian kepustakaan dan
mengeksplorasi pola. Penelitian kepustakaan yaitu penelusuran beberapa
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literatur untuk memperoleh data-data dan informasi-informasi yang relevan
dengan topik pembahasan. Eksplorasi pola yaitu mencari pola untuk
membangun himpunan pembeda dari dimensi metrik dan partisi pembedan
dari dimensi partisi sedemikian hingga nilai koordinat minimum dan berbeda.
Berikut ini kerangka penelitian yang akan dilakukan:

Memulai Penelitian

A

Menggambar Graf
Lintasan dan Graf Lengkap

v

Operasi Join

Graf Kipas
Ganda

Mencari Dimensi
Metrik

v

Mencari Dimensi
Partisi

v

Kesimpulan dan
Saran
Penelitian Selesai

Gambar 3. Kerangka Penelitian

HASIL PENELITIAN
Graf Kipas Ganda
Graf kipas ganda dinotasikan dengan 2K, + P, untuk n = 2 merupakan

banyak simpul pada graf lintasan. Adapun simpul-simpul yang terdapat dalam
graf kipas ganda adalah V(2K,+ B,)={u,, u, v, v,,-,v,} dimana
V(2K)) ={u,u,}dan V(B,) = {v, v, -, v, }.

Table 1. Jarak Antar Simpul dari Graf Kipas Ganda

Simpul u, u, v, v, v; v, - v,
w, 0 2 1 1 1 1 1
U, 2 0 1 1 1 1 1
vy 1 1 0o 1 2 2 2
vy 1 0 1 2 2
vy 2 1 0 1 2
vy 2 2 1 0 2
v 1 1 2 2 2 2 0
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Berikut ini merupakan graf kipas ganda untuk n = 2, 3, dan 4.

Gambear 4. Graf Kipas Ganda 2K, + P, untukn =2, 3, dan 4

Lemma 4
Dimensi metrik dari graf kipas ganda 2K, + P, adalah 3.

Bukti

Dalam memilih simpul-simpul yang menjadi anggota himpunan
pembeda. Ambil, sebuah simpul dari graf lengkap (2K,) dan simpul tambahan
dari graf lintasan (P,). Simpul yang akan menjadi anggota himpunan

pembeada memiliki selisih dua atau tiga dari simpul sebelumnya agar memiliki
representasi yang berbeda. Ambil = {u,v,,v;} , maka diperoleh bahwa B

merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum.

PEMBAHASAN
Teorema 4.1 Misalkan 2K, adalah buah graf lengkap dan P, adalah graf lintasan

untuk n = 2, maka
2n+7

Juntukn=5+4=0
dim(2K, + B,) =

2n+ 2
{ lemk n*+Lhi+4=0

Bukti.
Kasus1: untukn =5i 4+ 4:i = 0
Graf kipas ganda bukan merupakan graf lintasan, maka dim (2K, + B,) = 2.

Selanjutnya, berdasarkan lemma 4.3 ambil sebarang % simpul maka akan

terdapat % anggota himpunan pembeda dan pasti terdapat sedikitnya dua
simpul yang memiliki representasi yang sama terhadap W. Sehingga, batas

bawah dimensi metrik adalah dim (2K, + B,) = % Pilih satu simpul tambahan
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yang memiliki representasi yang sama dengan lemma 4.3 sehingga ﬁ ada

simpul yang menjadi anggota himpunan pembeda. Karena 227 . s1mpu1 yang
akan memiliki representasi yang berbeda terhadap W . Sehingga, batas atas
dimensi metrik adalah dzm[EK ,+RB) = 7

~dim(2K,+ B) =— L untukn=5i+4 = 0.

Kasus 2: untukn #5i+4 =10

Berdasarkan lemma 4.3 , pilih sebarang [—-‘ — 1 simpul maka akan

terdapat [ 'w — 1 anggota himpunan pembeda dan akan terdapat sedikitnya
dua buah simpul yang memiliki representasi yang sama terhadap W. Sehingga,
batas bawah dari dimensi metrik adalah dim(2K, +B,) = [‘”; w Pilih satu

simpul tambahan yang memiliki representasi yang sama dengan lemma 4.3,

sehingga [ -‘ adalah simpul yang menjadi anggota himpunan pembeda. Oleh

- L]

nt+2
karena [ .

w simpul memiliki representasi yang berbeda terhadap W. Sehingga,

batas atas dari dimensi metrik adalah dim (2K, + P,) < F’:ﬂ_

~dim(2K,+ B) = [“ . -‘ untuk n# 5i+4 = 0.

Teorema 4.2 Misalkan 2K, adalah dua buah graf lengkap dan P, adalah graf
lintasan untuk n = 2, maka pd(2K, + P,) = ’deml_fg +B, }W Y

Bukti.
Untuk n=2 , maka akan ditunjukkan bahwa

pd(2K, +P,) = [MW 2. Jika pd(2K,+B,) = [MW +1 partisi,

maka bukan merupakan partisi pembeda dan akan terdapat sedikitnya dua

simpul dengan representasi yang sama. Oleh karena itu, sedikitnya
"dimiﬂf._+Pn}-‘

terdapat +1 partisi yang merupakan partisi pembeda, sehingga

pdEEKl-l-F:.J = F::nl_ﬁ P, }"

+2 . Sedangkan untuk mengetahui

pd(2K, +B,) <

[M-‘ + 2, maka dilakukan kontruksi, andaikan partisi

pembeda IT = {51,5:,53,... Srm.udx tPall, } Sedemikian hingga:

( Uy|i=1s untuk k =1
y|i=2, untuk k = 2
dim(2K, + B
S, =41yl =i < ni ganjil} untuk k = { ( 21 ;ﬂ 12
dim(2K, + P
l\{UE-H- <i<n,igenap} untuk k = { ( 2l ;-;W 11
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Dimana diperoleh representasi yang berbeda pada setiap simpul V(2K, + B,)

terhadap I dan memiliki partisi minimal. Sehingga
pd[EKl-l-F,J < "dimkff:'-_+PnlI" +2.
- pd(2K, + B,) = [#Et] 4 o

KESIMPULAN DAN REKOMENDASI
Berdasarkan hasil penelitian didapatkan bahwa dimensi metrik graf kipas

ﬁ,:mtuk n=5%+4=0

ganda dim(2K, + P,) = [ g , dan dimensi partisi graf

Znt+2

. -‘,Imtuk n*=5i+4=0

kipas ganda pd(2K, +PB,) = [M} +2 . Sehingga saran dari hasil

penelitian ini sekiranya dapat membantu dalam mencari dimensi metrik dan
dimensi partisi dari graf lainnya.

PENELITIAN LANJUTAN

Keterbatasan penelitian ini belum dapat menemukan pengaplikasian
dalam kehidupan sehari-hari yang menggunakan dimensi metrik dan dimensi
partisi dari graf kipas ganda, sehingga untuk penelitian selanjutnya dapat
menemukan pengaplikasian yang bermanfaat dalam kehidupan sehari-hari.
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